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摘要　　研究了一类随机算子方程的随机解 , 进一步推广了非线性泛函分析中重要的 Rothe定理 ,

Petry shyn定理和 Altman定理.利用所推广的定理证明了一个随机非线性方程随机解的存在性 ,

也给出了在随机非线性方程组方面的应用.
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　　设 E 是一个可分的实 Banach空间 , (E , B)是

一个可测空间 , B 是由 E 中开集所生成的σ-代数 ,

设(Ψ, u , γ)是一个完全的概率测度空间 , 其中 u

是Ψ的子集所产生的集类 , 且 γ(Ψ)=1.另外 , 设

X 是E 中的一个凸闭集 , D 是 X 中的有界凸开集 ,

 D 是D 在X 中的边界 , X  E , 且 θ∈D(这里及

以后 , θ为零元).

一个随机连续有界算子 A:Ψ×D ※E 称为E-

值随机半闭 1-集压缩算子 , 是指:对几乎所有 ω∈

Ψ, 若 A(ω, ·), 是 D 上的半闭 1-集压缩算子 ,

且对任意的 x ∈D , A(ω, ·):Ψ※E 是E 值随机

算子.本文有关概念参见文献[ 1 ～ 10] .

我们在文献[ 1]中曾证明了如下结论.

引理 1　设 X 是E 中闭凸集 , D 是X 中的有界

凸开集 , 且 θ∈D .假设 A:Ψ×D ※X 是随机半

闭 1-集压缩算子 , 同时使得

x ≠
t
μ
A(ω, x)a · s ,  (ω, x)∈ Ψ× D .

其中 t ∈(0 , 1] , μ≥1.则随机算子方程 A(ω, x)=

μx( (ω, x)∈Ψ×D , μ≥1)在 D 中必有随机解.

1　主要结果

利用上述结论 , 可以证明如下定理:

定理 1　设 A:Ψ×D ※X 是随机半闭 1-集压

缩算子 , θ∈ D , 且满足下述条件(Y 1).(Y 1):

‖ A(ω, x)‖≤‖μx -δA(ω, x)‖ ,  (ω, x)

∈ Ψ× D , μ≥1 , 0≤δ≤1 , 其中 δ为常数.则随

机算子方程 A(ω, x)=μx(μ≥1 ,  (ω, x)∈ Ψ

× D)在 D 中必有随机解.

证明　可以假设 A(ω, x)=μx 在  D 上没有任何

随机解(否则 , 定理结论自然成立).于是 , A(ω, x)≠

μx a·s ,  (ω, x)∈ Ψ× D , μ≥1 , 此即

x ≠
1
μ
A(ω, x)a · s . (1)

　　下面证明:

x ≠
t
μ
A(ω, x),  (ω, x)∈ Ψ× D , (2)

μ≥1且 t ∈ (0 ,1).

　　假设(2)式不真 , 则存在一个 t 0 ∈ (0 , 1),
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ω0 ∈ Ψ和 x 0 ∈  D , 使得 x 0=
t 0
μA(ω0 , x 0), 从而

A(ω0 , x 0)=
μ
t 0

x 0.将此式代入条件(Y 1)可得:

‖
μ
t 0

x 0 ‖ ≤‖μx 0 -δ
μ
t 0

x 0 ‖ ,

亦即

1
t 0
‖μx 0 ‖ ≤‖ 1-δ

t 0
μx 0 ‖ . (3)

　　因为 x 0 ∈  D , 必有 x 0≠θ, 又 μ≥1 , 从而也

必有 μx 0≠θ, 即 ‖μx0 ‖ ≠0.于是由(3)式得

1
t 0
≤ 1 -

δ
t 0

,

即1≤ t 0 -δ .这推出 t 0 -δ≥1 或 t 0-δ≤-1 ,

亦即 t 0≥1+δ或 t 0≤δ-1≤1-1=0.这明显矛盾

于 t 0 ∈(0 , 1).

所以

x ≠
t
μ
A(ω, x),  (ω, x)∈ Ψ× D , (4)

这里 t ∈(0 , 1), μ≥1.由(1)与(4)式得

x ≠
t
μ
A(ω, x)a · s ,  (ω, x)∈ Ψ× D ,

(5)

其中 μ≥1且 t ∈(0 , 1] .

现应用引理 1 推知:随机算子方程 A(ω, x)

=μx(μ≥1 ,  (ω, x)∈ Ψ×D)在 D 中必有随机

解.证毕.

注 1　在定理1中 , 如取 μ=1 , δ=0且 A(ω,

x)为确定型算子 , 则定理结论退化为文献[ 2] 中

Rothe 定理;如取 μ=1 , δ=1且 A(ω, x)为确定

型算子 , 则退化为文献[ 2]中 Petry shyn定理.

定理 2　设 A:Ψ×D ※E 是随机半闭 1-集压

缩算子 , θ∈D , 且满足下述条件(Y 2).

(Y 2):‖ A(ω, x)-(1 -δ)μx ‖m+δ≥

‖ A(ω, x)+δμx ‖m ‖ A(ω, x)+

(1 +δ)μx ‖δ-‖μx‖ m+δ,

对任何(ω, x)∈ Ψ× D , 其中 μ≥1 , m ≥0 , δ≥

0 , 使 m +δ>1.则随机算子方程 A(ω, x)=μx

在D 中必有随机解.

证明　可以假设 A(ω, x)=μx 在  D 上没有任

何随机解(否则 , 定理已获证明), 从而 , A(ω, x)≠

μx , a·s ,  (ω, x)∈Ψ× D 和任何μ≥1 , 此即

x ≠ 1
μ
A(ω, x)a · s . (6)

　　下面证明:

x ≠ t
μ
A(ω, x),  (ω, x)∈ Ψ× D , (7)

μ≥1且 t ∈ (0 ,1).

　　假设(7)式不真 , 则存在一个 t 0 ∈ (0 , 1),

ω0 ∈ Ψ和 x 0 ∈  D , 使 x 0 =
t 0
μ
A(ω0 , x 0).于是 ,

A(ω0 , x 0)=
μ
t 0

x 0 , 把该式代入条件(Y 2)式得

‖
μ
t 0

x 0 -(1-δ)μx 0 ‖

m+δ

≥ ‖
μ
t 0

x0 +δμx 0 ‖

m

·

‖
μ
t 0

x 0 +(1+δ)μx 0 ‖

δ

-‖μx0 ‖
m+δ, (8)

其中 m ≥0 , δ≥0使 m +δ>1 , x 0 ∈  D , μ≥1且

t 0 ∈(0 , 1).

由于 x 0 ∈  D , μ≥1 , 可以推知 ‖ μx 0 ‖ ≠0 ,

根据(8)式推得

1
t 0
+δ-1

m+δ

≥
1
t 0
+δ

m 1
t 0
+δ+1

δ

-1 .

(9)

记 y =
1
t 0
+δ, 则 y >1且(9)式可写为

(y -1)m+δ≥ y
m(y +1)δ-1 . (10)

　　可以断言必有

(y -1)m+δ< y
m(y +1)δ-1 . (11)
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从而与(10)式产生直接矛盾.

事实上 , 令 f(y)=y
m+δ-1-(y -1)m+δ, 其

中 m ≥0 , δ≥0 , 使满足 m +δ>1.则易求出

f′(y)=(m +δ)ym+δ-1 -(m +δ)(y -1)m+δ-1

=(m +δ)[ ym+δ-1 -(y -1)m+δ-1] >0 .

(因为当 y >1时 , y >y -1>0 , 从而有:y
m+δ-1

>(y -1)m+δ-1).因此 f(y)是[ 1 , +∞)内的严格

单调增加函数.于是 , 当 y >1 时 , 有 f(y)>

f(1),即 y
m+δ-1>(y -1)m+δ, 从而:(y -1)m+δ

<ym+δ-1≤y
m(y +1)δ-1 , 即(11)式成立.

上述推证说明必有(7)式成立 , 于是应用引理 1

推得

A(ω, x)=μx 在D 中必有随机解.证毕.

注2　在定理2中 , 如取 δ=0 , m =2 , A(ω,

x)为确定型算子 , 则可得文献[ 2] 中相应的 Altman

定理 , 它也推广了文献 [ 2] 中的 Rothe 定理和

Petry shyn定理 , 所以定理 2推广了 Altman定理.

用与定理 2相同的证明方法可证明下面定理 3.

定理 3　设 A:Ψ×D ※E 是随机半闭 1-集压

缩算子 , θ∈D , 且满足下述条件(Y 3).

(Y 3):‖
A(ω, x)-(1 -δ)μx

‖

m+β

≥

‖A(ω, x)+δμx ‖

m

·

‖A(ω, x)+(1+δ)μx ‖

β

-‖μx ‖m+β ,

其中 (ω, x)∈ Ψ× D , μ≥1 , m ≥0 , δ≥0 , β

≥0使 m +β >1.则随机算子方程 A(ω, x)=μx

在D 中必有随机解.

2　定理的应用

以下应用上述所获得的定理证明两种随机方程

解的存在性.

例 1　考察随机非线性方程组

sin(x +y +ω)-2 x =0

cos(x -y +ω)-3y =0
, (12)

其中 ω∈ [ 0 ,1] = Ψ,(x , y)∈ D ,

D ={(x , y)||x |<π, |y|<π}.

　　可以断言上述方程组在 D 中必有随机解.事实

上 , 因为 D  R
2 , 可以考察赋予极大范数 ‖ v ‖ =

max{ x ,  y }( v =(x , y)∈R 2)的 Banach空

间R 2 .

显然  D ={(x , y) x =±π, -π≤y ≤π}∪

{(x , y) y =±π, -π≤x ≤π}.对任何 Z =(x ,

y)∈D , 定义

A(ω,Z)=
1
2 sin(x +y +ω),

1
3 cos(x -y +ω) .

则容易验证 A :Ψ×D ※R
2 是一个随机半闭 1-集

压缩算子.D 的边界可分解为  D = D 1 ∪  D2 ∪

 D 3 ∪  D 4 , 其中

 D1 ={(x , y)|x =-π, -π≤ y ≤π};

 D2 ={(x , y)|x =π, -π≤ y ≤π};

 D3 ={(x , y)|y =-π, -π≤ x ≤π};

 D4 ={(x , y)|y =π, -π≤ x ≤π}.

　　以下验证:对任何属于上述边界区域之一 , 必

有定理 1 的条件(Y 1)((Y 1)中取 μ=1 , δ=0)满

足.

(1°) Z ∈  D1 , 则有

‖ A(ω, Z)‖ = ‖
1
2
sin(-π+y +ω),

1
3 cos(-π-y +ω)‖

=max
1
2
sin(-π+y +ω) ,

1
3
cos(-π-y +ω)

=max -
1
2 sin(y +ω) ,

-
1
3
cos(y -ω)

=max 1
2
sin(y +ω) ,

1
3
cos(y -ω) ≤

1
2
,

而 ‖Z ‖=max{ -π ,  y }=π, (因为-π≤y ≤

π), 从而‖ A(ω, Z)‖<‖Z ‖ , (Y 1)满足.
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(2°) Z ∈  D 2 , 则有

‖ A(ω, Z)‖ = ‖
1
2 sin(π+y +ω),

1
3
cos(π-y +ω)‖

=max
1
2
sin(π+y +ω) ,

1
3 cos(π-y +ω)

=max -
1
2
sin(y +ω) ,

-1
3
cos(y -ω)

=max
1
2
sin(y +ω) ,

1
3
cos(y -ω) ≤

1
2
,

而‖ Z ‖ =max{π,  y }=π, (因为-π≤y ≤π),

从而 ‖ A(ω, Z)‖<‖Z ‖ , 同理 , (Y 1)满足.

(3°) Z ∈  D 3 , 则有

‖ A(ω, Z)‖ =‖
1
2 sin(x -π+ω),

1
3
cos(x +π+ω)‖

=max
1
2
sin(x -π+ω) ,

1
3 cos(x +π+ω)

=max -
1
2
sin(x +ω) ,

-1
3
cos(x +ω)

=max
1
2
sin(x +ω) ,

1
3
cos(x +ω) ≤

1
2
,

而‖Z ‖ =max{ -π ,  x }=π, (因为-π≤x ≤

π), 所以 ‖ A(ω, Z)‖<‖Z ‖且(Y 1)满足.

(4°) Z ∈  D 4 , 则有

‖ A(ω, Z)‖ =‖
1
2 sin(x +π+ω),

1
3
cos(x -π+ω)‖

=max
1
2 sin(x +π+ω) ,

1
3
cos(x -π+ω)

=max -
1
2
sin(x +ω) ,

-
1
3 cos(x +ω)

=max
1
2
sin(x +ω) ,

1
3
cos(x +ω) ≤ 1

2
,

而‖Z ‖=π.因此 , ‖ A(ω, Z)‖<‖Z ‖ , 条件

(Y 1)成立.

根据定理 1 , 推得随机算子方程 A(ω, Z)=Z

在D 中必有随机解 , 即存在(x , y)∈R2使

1
2
sin(x +y +ω),

1
3
cos(x -y +ω) =(x , y),

此即方程组(12)在 D 中必有随机解.

例 2　考察随机非线性方程

sin(x +3ω)+
1
2
sin(x +ω)-2 x =0 ,

ω∈ [ 0 ,1] = Ψ.

　　以下说明该方程在[ -π, π]中必有随机解.

事实上 , 令 A(ω, x)=
1
2 sin(x +3ω)+

1
4
sin(x +ω),其中 ω∈[ 0 , 1] =Ψ, x ∈[ -π, π] .

则显然 A(ω, x)是一个随机半闭 1-集压缩算子.

容易验证在区间端点处有:‖ A(ω, -π)‖ <‖ -

π‖ =π, ‖ A(ω, π)‖ <‖π‖ =π, 从而满足定理

1的条件(Y 1)((Y 1)中取 μ=1 , δ=0), 于是由定

理 1推知:A(ω, x)=x 在[ -π, π] 中必有随机

解 , 即

1
2
sin(x +3ω)+1

4
sin(x +ω)= x ,

在[ -π, π]中有随机解 , 亦即
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sin(x +3ω)+
1
2
sin(x +ω)-2x =0 ,

在[ -π, π]中必有随机解.
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